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アーチ形断面をなす直管内の層流(第1報)
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Theory on Laminar FIow through a Conduit of Arching Cross Sec首os.(1) 
Isao ASHINO 
In order to find the friction coefficient when the radiate plate was put in the 
straight pipe， the smooth plate was first put in the smooth straight pipe and， then in 
the case of a steady and laminar f10w through conduit of semicircular cross section， 
the author solved exactly Navier-Stokes equation and gave the exact solution on the 
velocity distribution， discharge and pressure loss. 
But， when the flat radiate plate was put， the cross section didn't always form semi-
circle. Therefore， in the case of a steady and laminar f10w through conduit of arching 
cross section， the author got an approximate value by the methord of solving simul-
taneous equation， as it was not exact1y solved. It seems that the obtained formulas by 
this methord show a good result as compared with Itδs'， That is， 
1) In the semicircular cross section， Ito's solution has an error within 1%. 
2) In the arching cross section， an error of author's solution is within 1 % (n=3) 
against that of Itos' is 5-6%. 
緒 言
円管内に放熱板をそう入したときの管内の速度分布，流量ならびに管摩擦抵抗を知るために，なめ
らかな直管内になめらかな平板を入れ，管内が半円管になるような状態での層流域における解を求
めた。しかしその断面が必ずしも半円形にならないので，ここで断面が一円弧と一直繰で固まれる
アーチ形断面をなす管内の定常流れにおける解を求めることにした。半円管の場合には Navier-
Stokesの運動方程式の厳密な解は求められるが，それ以外では厳密な解が求められない。それで
筆者の近似解法による解と，伊藤の方法})による近似解と比較してみたところ，筆者のほうが良好
な結果を与えるように思われる。
2 半円管内の層流
2・1厳密解 第1図のような半径がaの半円形断
面をなす直管の管軸の方向に z軸をもっ円柱座標をとる。定
状流れにおいて半径方向ならびに円周方向の速度u=v=Oで
あるから，連続の式より fJwj8z=0となり，運動方程式は
82w 1 8即 1 82w 一一一&一一一一一-8r2 r 8r r2 8fJ2 
一__J_
μ 
、? ?， ， ???，?? 、
第 1図 半円形断面管
となるo ここに J =-opjoz であるo
いま w=ゆ-Jr2/4μ とおくと式(1)は
骨講師
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。2ゆ 1 ao 1 a2ゆ n一一一一一一一一-ar2 r ar r2 882 
となるo 境界条件は
ゆ7=0=0 和=a=-Ja2/4μ 
世8=0=骨θ=π=Jr2/4μ
であるO 式(2)の一般解は円管内部では
世=51AsrscossO十三1Bsrssins 
.......・ (2)
-・(3)
-・ー・・・・ (4)
であるから， {}= 0， 0=π とおくと式(3)より
As= 0 (sキ2)，A2=J/4μ 
よって
世←J主竺ιc∞0凶s2fJ + 芝BsI江r8s内刈.匂也
4μ 圃‘
を得る。式(3)の条件より r=a とおくと
.....・ (5)
Ja2/4μ( 1 -cos2fJ) =三1BsaSsinsO 
フーリエの級数より，係数Bsは
π 
2 r Ja2 r1 ~~_nn_!_ _， .3， _ 2Ja2 (1 -cossπ〉
ー←唱 l-←(1 --cos2A)sin sA dA =一一・。1μπμa8s(4 -S2) .....・ (6)
よって式(5)は
ゅ ~r2 cos20+ 4Ja2 !.， ~ " sinsfJ . (~') =一一一 cos20+ 一一~.LJ . f-~-l 
4μπμ8=1.3.5・… s(4 -S2) ¥a J 
となり，
-・・・(マ)
4Ja2 r w= 一(cos2{)-1) +三.， '1 r: 
4f.1 πμ u .一・"
を得る。式(8)が半円管内の流速を与えるO
次に流量を求めると
Q=イ=
8旦1E 一一- 1 一一一一 一一互竺りJ~里土 =0.0町74叫45町Ja4/f.1.μ 
πμ8=1.3・5…ー (2-S)S2(S十 2)2 16.μ 
を得るO 円管の場合と対応させるために，次のようにおくこともできるO
一(;勺〉・(-;-y 、??? ?、
-ー・・・・・ (9)
Q=πJa4/8μ・F -・・-(10)
ラー 、. 1ヲ戸、_'-，.、ー
F 空生主 一一一一 1 _ __1_ = 0.1回目
π2 8" 1・M ・. (2--S)S2(S+2)2 2 
管長6についての圧力損失をムpとすれば
..........・・制
6p __) f2， u2m 一一一ー ニー二点~一一ー一一 . ー一一一r 4m 2g 
ここにAは摩擦損失係数，山は平均涜速.mは流体平均深さで(=πa/2(π+2))，γは単位体積当
り重量，gは重力の加速度で、あるo 式ωより
圃・・・・・・・・・・・帥
A641/πY =瓦 .-tF-l両二五j
= 64/Re・X
-……・~3)
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を得る。ここに x=O.弼465・ …..Re=4m-Um!ν であるO
2-2 伊藤白方法による近似解 境界条件を満足するように流速却を次式で、あらわすO
w=Ziam sinm0・sin竺n:r . ....ω 
a 
単位時間に管の断面の単位長さの流体についての消散するエネルギー Iは
1=μS fC告(45)z+(301rdfdO
で与えられるo 流量をQとして
Q = f j'wrdrdO 
......・脚
-・4町
定常流れではQは一定であるから Iを最小ならしむるように係数amnを決定するo kを未定係数とし
て
ZE一 (1+kQ)=O 
aa7T.川，
式舗を胸に代入すると
1= 子[与~{い例M州州2喝町G似仰(ω附n
を得るo ここに
?? ????
、? ?
? ，
????
4 
G(n)=j-t(1-cos2ヂ)dr ??
G(1)=O.2470ポ， G(2)=7.232n:2， G(3)=10100n:2.... . 
式叫を(11暗に代入して計算すると
Q=(-lアー12a2Z 
a叩 ，n
mnπ ..帥
π=1.2.3.. . 
式側鋤を式仕.7)に代入して
8a2 1 am，叫=(ー 1)哨てテ一一一.μπImn - (2m2G(n)!計十が)
単位時間に消散するエネルギーと圧力差が流体になす仕事は等しいから
1 = JQ 
式側，帥，伺より
k = -2J 
??、
..........・・(2~)
16a2J 1 a前川=(-1)刊で孟-4... mn{2初 2G(n)!π2十が}
よって，流速 W，流量Qは次式で与えられる。
団 sinmO・sin竺竺主
+116Jdif--a 
w=(-1)時予示4m=l，3・5….mn {2m2G(n) !π2+が}
? ? ，?
• 
??
Q-321aL E 1 
一 μπ m=1.3.5…. m2n2{2m2G(n)!π2十が} -・・0身
n=1.2.3.・
また管摩擦係数Aは前の定義に従って
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A=一色.一ー が
Re 512(π+ 2)21'一日
2n2{2m2G(n)/ポ+n2}
となるo 数値計算を行なえば
w = {(0.1099sinO+0.Ol0lsin30+0.∞'25sin50 + O. 0009sin 70 
十O.0004sin( 90) + O. 0003sin(110) + O. 0OO2sIn(130) +・・・・・)sinπr/a
-(0.0似5sinO+ O. 0002sin30十…・・… )sin2rrr/a 
十……… iJa2 
Q=0.0740Ja4/μ 
A=0.9905・64/Re
を得るo
1μ 
3 アーチ形断面内の層流
3 • 1 著者の近似解 第 2図のようなアーチ形断面を
有する直管を考えるo 前節と同様に運動方程式は。2ゆ 1 8骨 1 82O 
一ー一一一一-8r2 r 8r r2 802 
=0 -・・・ (2)
であるO 境界条件は
(世)"=0=0 ，(ゆ〉γ=a(~siJl) 十干/1-/(.8丙52.))
=Ja2/4μ ・(ksinO+〆1一-k2coS2fJ )2 ト…・……・・倒
(世)8=0=(ゆ)8=π=0
F 
。
.......偶
-・・帥
・・(2$
.・・ e ・・・・・.(2~
hは次式の値を示す。
k= 00' /a -1くk三 1
第2図 アーチ形断面管
式側の境界条件よりゅの一般解は
ゆ=主1cos20+rBAinsO 
4μ 「晶
となり，係数Bsは次式を満足するO すなわち
z 
Ja2/4μ(刷 nO十〆戸両函)2(1 -∞s20) =三1Blla S (ksinO十〆 l一炉co同 ssinsO ・側
式(31)を満足する係数B8を求めることは困難であるから， sの値を有限のある数までとって連立方程
式を解くことにするo すなわち O=mπ/2n(m=1，2，3，..……，n)なる位置で式(却を満足するように
係数Bを決定するo このとき (2n-1)個の式が得られるから， sとして(2n-1)までとればよい。
式闘を簡単化するため
ksin(mπ/2n) +〆 I二h記品~ë，先瓦liiiY=bm 
Bsas =Ja2/4μ・Xs -・・・倒
とおけば式自1)は
ミ X8bm~sinsO = bm2( 1 -cos20) ....側
となるo0の値として(mπ/2n)および(π-mπ/2n)を代入すると F 次の(2n-1)個の式を得る。
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m=lのとき I xsb1'sin(sπ/2n) = b12( 1 -cos(π/n)) 
(2211xゐ18sinS(π-:_ ) =bt2( 1 -cos(π/n)) ..-， -."'，. 2n J 
m=2のとき 2 XSb28sin(srr/n)=b22( 1 -cos(2π/n)) ?
I x，b2Bsin(8π-8π/n)=b22( 1 -cos(2π/n)) 
m=n 2 xsbnssin(sπ/2)=bn2( 1 -cosπ) 
式側より
X2=X.=…・…・・=X2(n-u=0 
となり，偶数項は消えるから，式(却はn元連立方程式となる。すなわち
(2叫 -1】
I xsb28-1sin(srr/n)=b2( 1 -cos(2π/n)) """"'1 ・・~~
22}xhrIsin(W2n〉=bl(1-cos(π/n))
I xsbn8寸sin(sn/2)=bn( 1ー C倒的
式倒を解けば Xsが求まり，式倒より係数 Bsが定まるo
すなわち流速wは次式で、与えられるo
T..2 朝、 (2n-l) 世、
w=JZJ i(COS20-1〉ltl+Js今l主-)sinsO ...，...・偶
??
??
????
?
?
?
? ??
?
?
η a(ksin守十〆F函高!) π a(ksinJ十〆戸高田s
=J二j(COS28-1〕dof rs dr +It221isinsOdof fldf 
μーf f 4μーasf f 
π aπ
=最I(coS20-1 )(ksinO+〆l 炉ーCOS2(J)4dO十552三2J.(ksinO+v1 -k2c諦〉川
xsin sO dO 
=zt「t2E1}2XF-es(h〕ー(上十2k2)(~+sin-lk) -4-(13+2kν下 k2l4μls=7.a・… S十2"""'/ ¥ 2 . v J¥ 2 . _..，.) 6 ，-. _. .， ~ . ".J 
・・唱哲
1c 
es(h〉=j 2(hshO+〆1-k2c間的+2sinsOd ...佃)
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であるO
次に管摩擦抵抗係数を求めると
66 
-・ー倒Um Q 
前 a2(T+Sin-lk+kv 1 -kZ) 
(す+sin-1k +kv 1 _k2) 
(-;-+sin-l k +〆百2-) 
a 
m=三一・
であるから
Aト一旦吐_~4 • (パ(伶一号十;刊吋吋s剖由釘配…in-νn-1寸
一
Re-(す+si…+〆FF)2
1 
...仰)
・ [.E血附〉一(1十品川 f+sm)J-(13+2hντ平〕s+2 'Vd¥."'/ ¥..L I -x'" /¥ 2 I "，"U .L '" } 3 
で与えられる。
??
?
?
?• • • • • • • • • • • ?
，.，…・(1:2)
伊藤白方法による近制解
境界条件を満たすように，管内流速を次式で近似する。
ω=ArcosO{a(kcosO十V1 -k2son28-r)} 
前と同様に消散エネノレギ-1を求めると
rrrf月w¥2. 1 f 8w ，¥2.，1 =μ III(~=-r+ ← {一一rIr dr dfJ =μA2a4G(k) J J l.¥8r } I r2 ¥ 80 } J 
3・2
を得る。ここに
G(k)= (会-++3k2)(す+sin-1k)-(会--2+ζ)hパ干
...........倒
......倒
-Jf(1-rF・す
また流量Qは
Q= /f w rdr dO =-f-Aa4H(k) 
7こだし
か (1十ーや2-fd作会(-}-+掛けE一会(-{--k)( 1 +7k2)K 闘
7c 
E= f 2 -J 〆1-k2sinlP dfJ 
.，.ラ..1，r 
、ー 」圃砂町、ー
7c 
K= r 2 
F 
予Flー がsin2fJ
dO 
であって， K， Eは第1種，第2種の完全楕円積分である O ラグランジユの未定係数法により，係
数Aを決定するo Cを未定係数として
。-(1 +CQ)= 0 8A 
????
?
?
?
、 、
??
??
?
? ?? ??
より
C=-2J I=JQ 
また
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...(46) 
? ， 、 ， ? ??? ??? ?? ? 、• • • • • • • • • ?
-・.(48)
4 数値計算ならびに考察
4.1 速度分布 第3図に半円管における，管軸方向の速度分布を示す。図 (a)，(b)， (c)， 
(d)， (e)， (f)は，。カ~900 ， 750， 600， 450， 300， 150の位置におけるもので oは円の中心であ
となる。
よって管内の流速，流量および管摩擦係数は次式で与えられる。
JH (k) (_ r ，__ _ _ FI ， " _' ? FI" i 一一一一~ 1a(kcosB+予/1-k2sin2B) -rr rcosB -6μG(k) l ~\."，...V'.:w I V'" '" ，"，U J. V .I . J 
Q-Jt.車位
- 36μ G(k) 
( +-+sin-1k +k〆下k2YÀ=~土. ¥ 2 T~JlJ. "T"V .1 - N-J・9G(k)
e (; 一一 t_~V -2H2(k) 一+sin-1k +イ i-=k2) 
?
?
?
?
?
??
?
?
?
?
????
、 ??
?
? ? ， ?
???
? 、
、 、、 、
、 、、
?? ?
40 
{IL) 
( c) 
10 
60 
4-0 
A 箸4図
ー一一一刻Bl町厳官得
半岡管断面骨等主度線IPJ_・-t;(2り・4和解
Bo 
(b) 
O 
くCI.)
b 
'0 
o 
構5困 アー今形断面内o!f.速度線国 (11=0.4)
一一一ー長 (36)に占孟近似解
ーー 自ー 丸ー、 (46)K U，;ftが崎
る。縦軸の数値はμw/Ja2x 108を示してい
F るo Bが900付近では最大流速の位置は，
ほぼ己互の中点であるが， 。が小さいとこ
一一一式(&)の離間
第3国 玉置度取~ -ーーー一式 (27)の近臥呼 ろではその位置は外側に片寄っているのが
わかるo 図に点線で示しであるのは近似式によって求めた値で、ある。近似解による速度分布も大体
その傾向はよく似ているようであるO また第4図に横断面の等速度線図を示した。
次にア{チ形断面をなす管についてのベるO 式併においてn=3とすれば次のようになるo
b1=k/2+Vl亡3k2/4， b2=y'"Tk/2+予/1二k2/4， ba= 1 +k 
Xl=y3 b2十b24XS， xa=xl/ha2十b32XS-2/b3 
x-29354dSKEP2(2P仕かつ-5- b12ba2(b12十2ba2)十b24(2b12十ba2)
(6) 
40 
20 
e o 
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この計算結果を第1表に示した。これより式倒により流速を計算し，その等速度繰図を示したの
が第5図であるo 図中の数値は (4μwlJa2x 103) であるo 比較のために式側による近似解を点線で
示してあるo このときはかなりの相違がみられる。これは近似解に直交関数系を使用しなかったの
で，近似度が悪いためと恩われるO なお著者の近似解による式(却の方法では境界条件に適する位置
は今の場合8=900，印。， 300の位置であり，その他の部分では境界条件を満たさないから，この 3
つの位置を主にして図示してあるO
第2表 著者の方法による流量の計算値 第4表 伊藤の方法による流量の計算値
h i Q/引厳密解 1A /是|厳密解
1.0 1π/8π/8 1 1. 1 1. 
0.9 1 0.37伺 1 0.9871 
0.8 1 0.3510 1 0.9799 
0.7 1 0.3152 1 1
' 
0.9764 
0.6 1 0.2761 1 1 0.8745 
0.5 1 0.2366 I! 0.9734 
0.4 1 0.1981 1 I! 0.9734 
O. 3 1 O. 1621 1 1 0 . 9730 
0.2 1 O. 1293 l' 1I 0.9732 
0.1 1 0.1∞3 i 1: 0.9730 o 1.0.0753 I 0.074411 0.9733 1 0.9850 
-0.1 1 0.0544 1 I1 0.9737 
-0.2 1 0.0376 1 1 0.9740 
-0.3 1 0.0也45 1 0.9742 
-0.4 1 0.0148 1 1 0.9744 
-0.5 1 0.00814 1 I! 0.9723 
-0.6 I 0.00384 I I! 0.9772 
-0.71 O.∞145 ! 1 0.9745-1__.__1 
4・2 涜 量 半円管の場合厳密解と近似解との誤差は0.6%で，近似解のほうがわずかに
小さくでているO アーチ形断面管の場合，筆者の方法によって求めた結果が第2表に示しであるo
k= 1すなわち円管のときは全く一致し，半円菅のとき Ck=O)厳密解との誤差は1%であるo さ
らにn=4までとると第3衰のようになり，半円管の場合でも誤差は0.3%以下となり，正確度は
高くなるo 式聞の近似解を使った場合は計算結果は第4衰のようになり，k= 1 の場合に約 6~百，
h |ω1 H(R) 
1 
Q!ぞ卜/長
1.0 5.4977 8.5333 0.3679 1.067 
0.9 4.3825 7.3282 0.3404 1.101 
0.8 3.4863 6.2058 0.3068 1.121 
0.7 2.7598 5.2115 0.2735 1.125 
0.6 2.1677 4.3268 0.2399 1.122 
0.5 1.6880 3.5457 0.2069 1.113 
0.4 1.3000 2.8648 0.1754 1.099 
0.3 0.9886 2.2736 0.1453 1.086 
0.2 0.7400 1.7709 0.1177 1.師9
0.1 0.5441 1.3488 0.09288 1.050 
0.3927 1. 0.07073 1.036 
0.2762 0.7180 0.05184 1.022 
-0.2 0.1878 0.4954 0.03631 1.008 
-0.3 0.1231 0.3253 0.02388 1 ' 0.999 
-0.4 0.07645 0.2001 0.01455 0.993 
-0.5 0.044部 0.1127 0.00795 0.995 
-0.6 0.02329 0.05585 0.00372 1.008 
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第 3表 n= 4のときの計算値k=Oの場合に約 5%の誤差をもっ
ているo よって筆者のほうの解法が
伊藤の解法より良好な結果を与える
ことがわかる。流量と管摩擦抵抗係
数について，両者の比較を示したの
が第6図，第7図であるo kが負の
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5 結
第マ回品』枕奪事t.t R.の間管
宅霊F=a 
半円形ならびにア{チ形断面をもっ直管内の定状流れにおいて，層流域について筆者の解法と伊
藤の解法を比較検討して次のことが明らかになった。
1) 半円形断面をなす直管内の流速，流量並びに管摩擦抵抗はおのおの式 (8)，酬，脚，で示され
るO
伊藤の方法によって，直交関数系を使用すれば厳密解と 1拓以内の誤差範囲で結果が得られる。
2) アーチ形断面をなす直解内の流速，流量，並びに管摩擦係数は式伽i)，聞，酬にて与えられる。
n=3のときでも， 厳密解との誤差は1%以内と考えられるo 伊藤の方法では直交関数系を使わ
ないと，誤差が5%程度含まれるから，筆者の近似解のほうが良好な結果を与える。
終りに，各種の助言を賜わった広瀬教授ならびに東北速研の伊藤教授に御礼申し上げます。
本研究は日本機械学会第4明通常総会ならびに41期全国大会に講演したものをまとめたもので，
現在投稿中のものであることを付記するO
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